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УДК 531.3

ЛИНЕЙНО-ЗАМЕДЛЕННОЕ ДИССИПАТИВНОЕ ДВИЖЕНИЕ ПОД ДЕЙСТВИЕМ 
ПОТЕНЦИАЛЬНОЙ СИЛЫ В СЛУЧАЕ СЛАБОГО СОПРОТИВЛЕНИЯ

1Алтайский государственный гуманитарно-педагогический университет 
имени В. М. Шукшина, г. Бийск

2Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого

А. С. Гришков1, Р. С. Вдовин1, А. М. Ерёмин1, П. В. Захаров2

Аннотация. Рассмотрена задача об одномерном движении материальной точки под дей-
ствием потенциальной силы в однородной диссипативной среде с линейным по скорости 
сопротивлением. Использование теоремы об изменении механической энергии системы 
позволило свести задачу об определении скорости диссипативного движения как функ-
ции координат к задаче об определении работы диссипативной силы. Получены общие 
дифференциальные уравнения относительно работы, для случая слабого сопротивления 
получены общие аналитические решения в квадратурах, позволяющие определить харак-
теристики движения при произвольном потенциале.
Ключевые слова: движение, уравнения движения, дифференциальное уравнение, урав-
нение Абеля, диссипация, диссипативное движение, диссипативная среда, энергия, кине-
тическая энергия, потенциальная энергия, работа диссипативной силы, потенциальное 
поле, консервативная система, диссипативная система.

Введение

Одномерное движение системы, состоящей из материальной точки массы m  в потенци-
альном поле, заданном функцией потенциальной энергии U  в однородной диссипативной 
среде, оказывающей линейное по скорости сопротивление, описывается уравнением 

	 ( ) ,dU xmx x
dx

α+ = −  	 (1)

где α  — коэффициент сопротивления среды. Подстановкой ( )x v x=  (1) приводится к уравне-
нию 

	 ( ) ( )( ) ( ) .dv x dU xmv x v x
dx dx

α+ = − 	 (2)

(2) — дифференциальное уравнение Абеля второго рода, неинтегрируемое при произвольном 
виде функции ( )U x  [3, с. 37].

В [4] представлен метод, основанный на преобразовании 0 0, ,t tL L e p p eβ β→ →  где 0 0,L p  — 
лагранжиан и импульс соответствующей консервативной системы. Далее преобразованием 
Лежандра находится соответствующий гамильтониан, структура которого при подстановке в 
уравнение Гамильтона-Якоби позволяет разделить пространственную и временную части 
движения [4, с. 326]. Для рассматриваемого случая метод даёт уравнение

	 ( )2( , ) ( ) ( , )
2 x
m Q x U x Q xα βα α′ + = 	 (3)

общее решение, которого также неизвестно [4, с. 328]. 

1. Энергетическая интерпретация задачи

Как мы видим, рассмотренные во введении методы приводят к неинтегрируемым диффе-
ренциальным уравнениям (2) и (3). Поэтому сделаем в уравнении (2) подведение под знак 
дифференциала:
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2( ) ( ) ( )( ) ,
2

dv x d mv x dT xmv x
dx dx dx

 
= = 

 
где ( )T x  — кинетическая энергия диссипативной системы. Выражая скорость ( )v x  через ( )T x  

2 ( ) 2( ) ( ) ( )
2

mv xT x v x T x
m

= ⇒ =

и подставляя в уравнение (2), будем иметь:

	 ( ) ( )( ) ,dT x dU xT x
dx dx

γ+ = − 	 (4)

где

	 2 .
m

γ α= 	 (5)

Далее введём в рассмотрение диссипативную функцию Релея [2, с. 16]
21

2
F xα= 

и воспользуемся теоремой об изменении полной механической энергии системы:

,dE W
dt

=

где E  — энергия, а W  — мощность всех приложенных к системе непотенциаальных сил. В на-
шем случае непотенциальная сила только одна – диссипативная, и её мощность равна [2, с. 17]

2 22 ( ),FW x F x v x
x

α α∂
= − = − = − = −

∂
 



таким образом, 
2.dE x

dt
α= − 

Переходя в последней формуле к конечным интервалам, т.е. интегрируя по времени, получим

0

2
0( ) ( ) ,

t

t

E t E v x dtα− = −∫
где 0E  — полная энергия системы в начальный момент времени. Учитывая, что ,

( )
dxdt

v x
=  пе-

рейдём к интегрированию по координате и, расписывая выражения для энергии в явном виде, 
получим кинетическую энергию диссипативной системы уже как функцию координаты:

	
0

0( ) ( ) ( ) .
x

x

T x E U x v x dxα= − − ∫ 	 (6)

Наконец, вводя обозначение

	
0

( ) ( ) ,
x

x

A x v x dxα= ∫ 	 (7)

перепишем (6) в виде
	 0( ) ( ) ( ).T x E U x A x= − − 	 (8)
Подставляя (8) в уравнение (4) и осуществляя элементарные преобразования, будем иметь:

	 0
( ) ( ) ( ) 0,dA x E U x A x

dx
γ− − − = 	 (9)

а учитывая, что разность 0 ( )E U x−  есть кинетическая энергия, которой обладала бы система 
при отсутствии сопротивления и обозначая её 
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	 0( ) ( ),K x E U x= − 	 (10)
перепишем (9) в более компактном виде:

	 ( ) ( ) ( ) 0.dA x K x A x
dx

γ− − = 	 (11)

Функция (7) имеет физический смысл абсолютной величины работы, совершаемой над си-
стемой диссипативной силой. Таким образом, задача определения скорости диссипативного 
движения как функции координаты ( )v v x=  может быть сведена к задаче отыскания работы 
диссипативной силы ( )A x .

Обратим внимание на фигурирующую под радикалом в (11) разность ( ) ( ),K x A x−  которая 
согласно (8) представляет собой кинетическую энергию диссипативной системы. Уменьшае-
мое ( )K x  здесь может трактоваться как кинетическая энергия т.н. связанной консервативной 
системы, т.е. системы, имеющей ту же массу и начальные значения скорости и координаты что 
и диссипативная, но движущейся так, как если бы диссипативная среда отсутствовала. Таким 
образом, мы снова приходим к идее определения диссипативного движения методом сравне-
ния его со связанным консервативным движением, как и в работах [5, с. 43] и [6, с. 76]. Разни-
ца заключается в том, что в [5] и [6] мы рассматривали движение двух систем, синхронное по 
времени, поэтому их положение отличалось на величину диссипативной поправки, сейчас же 
рассматриваем движение диссипативной и консервативной систем, имеющих одну и ту же ко-
ординату. С этой точки зрения работа ( )A x  может интерпретироваться как диссипативная 
поправка по энергии относительно консервативного движения, определяемого функцией ( )K x .

2. Случай слабого сопротивления

Уравнения (9) и (11) также не интегрируются в общем виде, однако по сравнению с исход-
ным уравнением (4) они предоставляют несколько более широкие возможности для анализа. 
В частности, в случае слабого сопротивления мы можем исходя из физических соображений 
предполагать, что величина работы диссипативной силы ( )A x  будет мала по сравнению с ве-
личиной ( )K x . Поэтому, разлагая радикал в (11) в ряд Тейлора по степеням ( )A x  и пренебре-
гая всеми членами степени выше первой в связи с их малостью, получим уравнение

	 ( ) ( ) ( ) 0,
2 ( )

dA x A x K x
dx K x

γ γ+ − = 	 (12)

линейное относительно ( ).A x  Интегрируя его в пределах [ ]0 , ,x x  получим соотношение для 
( ):A x

	
0 0 0

( ) exp ( ) exp ,
2 2( ) ( )

x x x

x x x

dx dxA x K x dx
K x K x

γ γγ
    
 = −           

∫ ∫ ∫ 	 (13)

где функция ( )K x  определяется выражением (10). В принципе, формула (13) даёт общее реше-
ние задачи для рассматриваемого случая слабого сопротивления. Некоторая проблема, одна-
ко, состоит в том, что для некоторых потенциалов интеграл

0 0

( ) exp
2 ( )

x x

x x

dxK x dx
K x

γ 
  
 

∫ ∫
в (13) может оказаться неберущимся. Поэтому преобразуем его следующим образом:

0 0 0 0

( ) exp ( )exp ,
2 2( ) ( ) ( )

x x x x

x x x x

dx dx dxK x dx K x
K x K x K x

γ γ   
=      

   
∫ ∫ ∫ ∫

учтём, что выражение 
( )

dx
K x

 является производной интеграла 
0

( )

x

x

dx
K x∫  под аргументом экс-
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поненты и, применяя интегральную теорему о среднем, получим альтернативное соотноше-
ние для ( ):A x

	
0 00

2( ) ( ) 1 exp .
2 ( )

x x

x x

dxA x K x dx
x x K x

γ    
 = − −       −     

∫ ∫ 	 (14)

Таким образом, задача сводится, по существу, к взятию интегралов

	
0

( )
x

x

K x dx∫ 	 (15)

и

	
0

( )

x

x

dx
K x∫ 	 (16)

для конкретных потенциалов ( ).U x
Акцентируем внимание на выражении 

0

,
2 ( )

x

x

dx
K x

γ
∫  входящем в формулы (13) и (14). Под-

ставим сюда значения γ  из (5) и ( )K x  из (10) и произведём некоторые преобразования:

0 0 00 0

2 .
2 2 2( ) ( ) ( )

x x x

x x x

dx dx m dx
m mK x E U x E U x

γ α α
= =

− −∫ ∫ ∫

Как известно [1, с. 39], выражение 
0 0

( )
2 ( )

x

x

m dxx
E U x

τ =
−∫  есть время, затрачиваемое на 

преодоление расстояния 0x x−  консервативной системой, движущейся в поле с потенциалом 
( ),U x  т. е., в нашей терминологии, связанной консервативной системой. Таким образом, вели-

чина работы ( ),A x  определяющая диссипативное движение, оказывается выраженной через 
функции ( )K x  и ( ),xτ  описывающие консервативное движение связанной системы, как и в 
работах [5, с. 44] и [6, с. 82].

3. Результаты для некоторых потенциалов

Применим полученные в предыдущем подразделе формулы для описания движения в не-
которых конкретных полях. Результаты будем выводить графически, используя следующую 
методику: чёрной пунктирной линией будем выводить график, даваемый формулами (13) или 
(14) для каждого конкретного потенциала, сплошной серой линией — график численного ре-
шения уравнения (11) для каждого конкретного потенциала. Для наглядности будем также 
выводить график кинетической энергии диссипативной системы ( ),T x  даваемый численным 
решением уравнения (4) и график функции ( ),K x  определяемой соотношением (10). Все вы-
числения и построения будем производить с использованием системы компьютерной алгебры 
(СКА) Maple. Численные решения дифференциальных уравнений будем производить мето-
дом Рунге — Кутты 4-5 степени, принятым в СКА Maple по умолчанию

3.1. Однородное поле силы тяжести

Моделировалось падение тела массой 1m = êã  с нулевой начальной скоростью в однород-
ном поле силы тяжести с ускорением свободного падения 210g = ì / ñ  в диссипативной среде 
с коэффициентом сопротивления 0,01α =  ( 0,014)γ ≈  с начальной координатой 0 15000x = − ì 
и конечной координатой 0x = ì.  Общее расстояние, пройденное телом, равно 15000 м. Под-
становка потенциала ( )U x mgx=  в формулу (13) даёт в этом случае для ( )A x  следующее соот-
ношение:
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( )0 0 0 0( ) ( ) ( ) exp ;A x f x f x E mgx E mgx
mg
γ 

= − − − − 
 

( )
2 2

0 0 2

4 4( ) 2 .mg m gf x E mgx E mgx
γ γ

= − + − +

Соответствующие графики приведены на рис. 1. 

3.2. Ньютоновское гравитационное поле

Моделировалось движение материальной точки массой 1m = êã  с нулевой начальной ско-
ростью в ньютоновском гравитационном поле точечной массы 245,97*10M = êã  в диссипа-
тивной среде с коэффициентом сопротивления 50α =  ( )70,71γ ≈  с начальной координатой 

0 5000x = − ì  и конечной координатой 1000x = − ì.  Общее расстояние, пройденное телом, 
равно 4000 м. В данном случае интеграл в (13) получается неберущимся, поэтому подстановка 
потенциала ( ) mMU x G

x
= −  в формулы (15) и (16) даёт для ( )A x  следующие соотношения:

( )
0

0

0( ) ln( ) | ;
x x

xx

K x dx E x GmM x= −∫

( ) ( )
0

0

0
0 03/2

0 0 0

ln | .
2( ) 2

x x

xx

x E x GmMdx GmM GmME x x E x GmM
E EK x E

  −
 = + + − −     

∫

Соответствующие графики приведены на рис. 2.
Как видно из графиков, при выбранных значениях коэффициента сопротивления анали-

тические решения уравнения (12), даваемые формулами (13) и (14) в обоих случаях с высокой 
точностью совпадают с численными решениями уравнения (11).

Рис. 1. Кривая 1 — кинетическая энергия связанной консервативной системы, 
2 — кинетическая энергия диссипативной системы, 3-4 — наложение графиков численного 

решения уравнения (11) и аналитического решения уравнения (12)
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Заключение

В работе рассмотрено движение диссипативной системы с одной степенью свободы. С по-
мощью теоремы об изменении полной механической энергии задача определения скорости 
диссипативного движения как функции координаты была сведена к задаче об определении 
работы диссипативной силы. Получены общие дифференциальные уравнения относительно 
работы, которые для случая слабого сопротивления удалось свести к линейным дифференци-
альным уравнениям. Это позволило получить общие аналитические решения в квадратурах, 
позволяющие определить характеристики диссипативного движения в поле с произвольным 
потенциалом. Величина работы диссипативной силы оказалась выраженной через функции 
(кинетическую энергию и время), описывающие движение связанной консервативной систе-
мы. Построены графики, иллюстрирующие полученные результаты для движения в конкрет-
ных полях: однородном гравитационном поле и гравитационном поле с ньютоновским потен-
циалом.
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